USACH — ALGEBRA 2002 — Gabriel Rabanales R.

) PAUTA PEP4
Algebra ING. CIVIL
(enero 2003)

(1) Sean S={t,t2+3, 2tz+t} y T={t- 2,t+3,t° +]} dos bases de iz[x],

y sea u=9- t+7t* un vector en base canbnica.
(8) EncuentreuenlabaseS: [u],

(b) Encuentre lamatriz de cambio debasede SaT: || ]L
(c) Encuentre el vector [u], usando (b)

Solucion:
(a) u:9-t+7t2:a(t)+b(t2+3)+g(2tz+t) ,abgl j
=at+bt>+3b +2gt* +gt
=(3b)+(a +g)t+&)b +2g)t?
| 3b=9 pb=3

bta+g=-1 ba=-3
tb+29=7p 2g=7-3=4p g=2
ae3<‘;
\ u =-3(t) +3(2+3)+2(22+t) b [u] =E3 ]
$2;
(b)(l)t:a(t-2)+b(t+3)+g£t2+1), a,b,gl i
=at- 2a +bt+3b +gt°“ +g

=(-2a +3b +g)+(a +b)t+(g)t
j-2a+3b+g =0

b! a+b=1 b a=>Ub=2Ug=0
i - 5 5
| g=0
3 2
\ t==(t- 2)+=(t+3)+0(t* +1
2(t- 2)+ 2(1+3)+0(t?+1)

(Qt+3=a(t- 2)+b(t+3)+g(t?+1), abgl i
-2 +3b+g=3

% atb=0 P a=-
1 9=l

2 2
t2+3=- Z(t- 2)+ =t 1(t* +1
\ t2+3 5( )+5( +3)+ ( + )

b Ub==Ug-=1

ol
ol
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(3) 22+t = a(t 2)+b(t+3)+g(t2+1), ab,gl i
i-2a+3b+g=0
b a+b=1 P a=1Ub=0Ug=2
EY.
\ 2% +t=1(t- 2)+0(t+3)+2(t? +1)

B 2 .6
95 5 1j
De(1), 2y @d): [I]s —92 é 0>
go 1 2]
g ;
&8 2 49
95 5 -2 36 216
© [u]. =[1]]ul, —92 é 03¢37=C07
90 1 4§2ﬂ §7ﬂ

¢

(2) Sea TI L, (i3) tal que:
T(xy,2)=(x+y+zx+y- 3z2)
(2) Determine ker(T)
(b) Cacule dim(ImT)
(c) Calcule (x,y,2) tal que T(x,y,z)=(1273)

Solucion:
(a) Ker (T) ={(x, Y, 2)

i’/T(xy,2)=0 }
i2/(x+y+z x+y 3z, z):(OOO)}
x+y+z=0U
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© T(xy.2)=(123)U (x+y+zx+y-3z2)=(1273)

I Xx+y+z=1
O tx+y-32=2
1 z=3
~ IX+ty=-2

o1
T Xx+y=11

El sistema no tiene solucion.
Luego, no existe (x,y,z)T i° tal que T(x,y,z)=(12,3)

(3) Dada T:j’® j°ta que:
T(xy,2)=(x+y+z y+z- 2)

() Demuestre que T es transformacion lineal y es un isomorfismo
(b) Encuentre T*(x, v, 2)

Solucion:
(8) Enprimer lugar demostramosque TT L, (i3)
Sean u=(xy,2)1 i’y v=(abc)l §®y I'T j,entonces:

T(u+v)=T(x+a, y+b, z+c)
X+a+y+b+z+c,y+b+z+c,- z- C)
(x+y+2)+(a+bc). (y+2)+(b+). (- 2 +(-<))
X+y+z,y+z- z)+(a+tb+c,b+c, - c)
T(xy,z)+T(ab,c)

(I'x1y,l 2)

| X+l y+l z1y+l z-12)

(x+y+z,y+z- 2)

T(xY,2)

~—

=i

T(Iu)

I n
—_———

Luego, TT L, (i°)

En segundo lugar demostramos que T es un isomorfismo, s esque lo es.
Elijo el método del determinante, esto es, mostraremos que T es un isomorfismo si y sdlo si

det(T)? O:

d 1 106 d 1 16
[T =%0 1 1Ip detf0 1 13I=(-1(1-0)=-11 0

3
(éo 0 -1 0 0 -15

Luego, T es un isomorfismo.
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M étodo alternativo:
ul ker(T)O ul §3UT(u)=0,

yu:xyzQHﬂmﬁ=wﬂ®
U u=(xy,z)U(x+y+zy+z- z)=(0,0,0)
X+y+z=0
U u=(xy,z)U y+z=0 |p [x=0Uy=0Uz=0
-z=0
U u=(0,0,0)

Asi que ker (T)={(0,0,0)} y T esinyectiva, y aplicando el teorema de |a dimensién tenemos
gue T es sobreyectiva; por lo tanto T esun isomorfismo.

(b) Si T eshiyectiva entonces admite inversa:
Sean u=(xy,z)1 iy v=(ab,c)l i® talesque:
T(u)=v0 T(xv.2)=(ab,c)
U (x+y+zy+z-z)=(ab,c)
iXty+z=a

(e}

U jy=b+c

Ix=a-b
Enconsecuencia T:§°® §° con T*(xy,z)=(x-y, y+z- 2)

(4 Sea T:i’® j°unaT.L.definidapor:
T(xy,2)=(2y+2z x+3y+z 3x+2y+2)

() Encuentre lamatriz asociada alatransformacion lineal T
en las bases candnicas

(b) Determine si T es diagonalizable

(c) S a eslabasedelos vectores propios, compruebe que:

[T =01 [TIE DL

Solucion:
® 2 26
(@) [T]§8=91 3 12
§3 2 1,
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d -2 -2%
() R(1)=det]l1,-T]{) =detd-1 1 -3 -1

=(I +2)deté0 1 -3 -12
IENE
=(I +2)41 - 3)°
=(1 +2){ - 1)( -55‘
B(l)=o0p (I +2)(1 -2)(I -5)=0pP | =-2,1 =1, | =5
que son valores propios realesy distintos; luego T es diagonalizable.

3

(c) Determinamos los vectores propios de [T]EES;

(1) Paral =-2:
&2 -2 -26 a4 0 16
©-1 -1 -12:%0 1 0.p y=0Uz=-x
§-3 -2 15 & 0 0

P a=(xyY,2z)=(x0,-x)=x(10,-1) P a,=(10,- 1)

(2) Para | =1
5010
el -2 -25 ¢ 32+ . .
1 -2 -17:% 1 Z"p x==zUy=-27
é N 4= 2 4
32 056 g o*
g 5
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(3) Para | =5:
& o .30
a5 -2 -20 4.
.1 2 -1::%0 Z_D x=§zUy=zz
8~ 4 8

¢
¢
60 1
53 2 45 % 0 o>
& 5
ba=(xyz)= g*} 202 Z ;(678)ba =(6,7.8)

Asi una base de vectores propios es.
={(£0.-1).(2-3.4),(6.7.9)

d3 2 86
ol 2 65 821 21 217
o3 1 1 1 -
En consecuencia [I]a =¢0 -3 7I:>[I] ([] ) 912 5 -
1 4 85 Loa
§z—s 4 %5
Entonces:
d3 2 86
821 211 flza@ 2 26@l 2 66 ®2 0 06
OO SR SRR R I N et LR Ry
T 15@321g§148g§0 0 55



