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1. Dado el sistema lineal:
r 4+ bey + z = 1
r + cy + bz = b (%)
r + by + 2 =

(a) Determine el conjunto: S = {(b,c) € R? | () tiene solucién tinica}
Solucién

Etapa 1. (%) es equivalente a la notacién matricial.

x 4+ bey + z =1 1 bc 1 x 1
r + cy + bz = (x) —= 1 ¢ b y | =1 0o
r + by + 2z = ¢ 1 b ¢ z c

Etapa 2. Escalonamos la matriz ampliada asociada al sistema.

1 be 1 1 1 be 1 1
A= 1 ¢ E?:?:ﬁlg 0 c1-b) B—1 b—1 (%)
1 b 3 s 0 b(l—c¢) =1 c¢—1

Casol: 1—b=0eceb=1.

En este caso, después de aplicar la condicién descrita encima a (), tenemos que A, es equivalente a:

1 c 1 1
B=|0 0 0 0 y p(A) <3
0 (1—-¢) =1 c—1

En cualquier caso, del anélisis anterior sigue que para b =1y ¢ = 1(x) no tiene solucién unica.
Caso2: b#1yc#1

En este caso, podemos seguir escalonando Ag:

!Cada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



1 be 1 1 Ly — Lo 1 be 1 1
0 ¢(1-b) B2—1 b1 Lo 0 ¢ —1-b —1
0 b(l—c) -1 c—1 L3H1 Ls 0 b —-1—c -1
1 be 1 1
(Lo — Lo — L3) 0 ¢c—b c¢c—b 0 ()
0 b —1—-—c -1

Del andlisis de (x%) sigue que debemos agregar la condicién b # c.

Luego, parab# 1y c# 1 y b # ¢ tenemos que A, es equivalente a la matriz:

1 0 (s * %)

Seguimos escalonando C'

e 1 (L, — Ly — beLy) 10 1-be 1
C=1|0 1 1 0 (Ls —> Ly — bLo) 0 1 1 0
0 b —1—¢ -1 3 3 2 00 —-1—-b—c -1

1 0 1-0bc 1

1

Siademéas —1—b—c#0 Ly — L3 01 1 U

—1—-b-c 1
00 1 -
1+b+c

0o e

c

(L1 — L1 - (1 - bC)Lg) 01 0 -1

(Lg — Ly — L3) L+b+e

00 —_—

1+b+c

Luego S = {(b,c) ER? |[b#1Ac#1AbFcAL+b+c#0}
(b) Exhiba la solucién obtenida en el punto anterior.
Solucién

La solucién obtenida es:

b+c+bc
y | =] ———— |, talque (b#1Ac#1Ab#cALl+b+c#0)
e 1+?+c

14+b+c

2. Dados los subconjuntos de Mg(2): Wy = {A € Mg(2) |A= A"} y Wy = {A € Mg(2) | A= —-A'}.



(a) Muestre que W; < Mg(2) para i =1,2

Solucién
AeW; < AecMg(2) AN A=A
— A= ( o1 01 € Mz (2) A ain a2 \ _ ([ an ai
a21 Q22 a21 Q22 as1 (22
— A= ( air ar > € Mz (2) A (an ar2 ) _ < air a
az1 a2 az1 a2 a2 a2
a1l a2
—= A= € Mg(2) A =
(o 02 ) e Me) Ao =an
a1l ai2 3
— A= : , 19, eR
( 1y o > (@11, @12, az?)
1 0 0 0 0
= A=a11<0 O)+a12<1 0>+a22<0 1) (a11,a12,a2) € R?
|2
1 0 0 1 0 0
meo= ({(o0) (Vo) (1)}
N3
W, < Mg(2)
Andlogamente
AceWy <= AcMg(2) N A=A
— A:<le a12 ) € Mz(2) A (an a12 ) :_(all
21 @22 a1 Q22 a21
s A= [ @1 o2 € Mg (2) A ann a2 \ _ _ [ 611
as] Qa92 as] a2 a2
— A= @ a1z € MR(Q) N ail =az =0 A a1 = —aje
az1 a2
. 0 a2 .
— A_<—a12 0 ) tapp €R
01
— A= a12< 10 >
N2
0 -1
w= ({(7 o))
(3
Wy, < Mg(2)

(b) Demuestre que Mg (2) = Wy & W,

t
a12
a22
a21
a2



En efecto

1 0 0 1 0 0 0 -1
Etapal.az{(o 0>,<1 O>’<O 1>,<1 0>}esunabasedeMR(2)

Etapa 2. Asi que para B € Mg(2) tenemos que:

1 0 01 0 0 0 —1

€W, eWs

Mg(2) = W;+W,

Etapa 3. BeEe WiNWy <= B=B'AB=-B'+= B=-B <= B=(0)

Luego, Mg(2) = W; @& Wy

3. Construya, (si es posible) T € Lg(R?*) tal que verifique simultdneamente las condiciones:
(a) (RY-1={(1,1,1,1),(-1,1, -1, 1)}
(b) T isomorfismo
(c) T diagonalizable
Solucién

Etapa 1. Sabemos que para definir una transformacion lineal, basta hacerlo en una base, y después
"extenderla por linealidad”. Asi que partimos construyendo una base para R.

ve®RY_] = uweR* AT =(-1)-u=—u

Asi que tenemos que
(1) T(171717 1) = (_17 _17 _17 _1)
(i) 7(-1,1,-1,1) = (1,-1,1,-1)

(ii) e ={(1,1,1,1),(—=1,1,—1,1)} es un conjunto linealmente independiente.



En efecto
al(lvlvlvl) +a2(1a_17_171)
(a1 + a2, a1 — az, a1 — az, a1 + az)

ai + a2
a; — az

a

a

a

a2

(iv) Completamos a a una base de R*

= (0,0,0,0)
¢

= (0,0,0,0)
¢

=0

=0

4

= —a2

= a2

¢

=0

=0

Sea 8 ={(1,1,1,1),(-1,1,-1,1),(1,0,0,0),(0,1,0,0)}, 3 es una base de R*

En efecto

a1(1,1,1,1) + ag(1,—1,—1,1) + a3(1,0,0,0) + a4(0,1,0,0)

((11 + a2 + a3, a1 —as + aq,aq

= (0,0,0,0)
\
—ag,a; +az) = (0,0,0,0)
U
ar+as+a3 = 0
ai—azx+a4 = 0
al —ay = 0
ai+a = 0
\
ar=ay=az3=aq4 = 0

Etapa 2. Definamos T en 3, para que cumpla las condiciones.

e Asi que por ejemplo podemos definir T" en la base 3 como sigue, (entre otras):

(1,1,1,1) = (=1,-1,-1,-1)
T(-1,1,-1,1) = (1,-1,1,—1)
(1000) = (1,0,0,0)
T(0,1,0,0) = (0,1,0,0)



e Ahora extendemos por linealidad

(r,y,z,w) = a1(1,1,1,1) + az(—1,1,—1,1) 4+ a3(1,0,0,0) + a4(0,1,0,0)

ar—ag+a3 = X
a1+ as + ay Y
ar —ay = Z
ar+ay = w
I
Z+w
ay = 5
w—z
as = 5
a3 = T —2
ay = Yy—w
g
(xay7z7w) = Z—;w(laLLl)+¥(_171>_171)+(x_Z)(1>O7070)+(y_w)(0717070)
I
T(wy,zw) = 0T L1+ 2T(-1,1,-1,1) + (2 = 2)T(1,0,0,0) + (y — w)T(0,1,0,0)
= Z_;w(—l,—lj—l,—l)+?(1,—1,1,—1)+(QZ—Z)(LO’O,O)+(y—w)(0,170,0)
- —z—w+w—z+ —Z—w w—z+ —z—w+w—z —Z-w  w-—2
- 2 g TTTATT g YT 2 ' 2 2

-1 0 00
[T]g — 8 _(1) (1) 8 = det(T) = 1 # 0 = T Isomorfismo
0 0 01

4. Sea T € Lg(Rs[x]) tal que T(a +bx + cz?) = (a — b+ ¢) + (a + b — ¢)x + br?. Determine en R los valores y
vectores propios de T'

Solucién

Etapa 1. Valores Propios

1. Determinamos el polinomio caracteristico



TP = (T T@)]e) TE)])e)

1 -1 1
= 1 1 -1
0 1 0

¥
A-1) 1 -1
Pr(\) = det( -1 (A=-1) 1)
0 -1 A
A—1 1 A—-1) —1
= )\det<(_1) (/\_1)+det<(_1) 1 >

= MA-12+D)+ON-1)—-1

= M\ =22+14+D)+A-1)—1
= AN —2X2 420+ A -2

= A —2224+31-2

2. Anulamos Pp(\)

AN —2X2 430 -2=0
A=1D(N=X+2)
A—1=0V N =)X+2=0
11\2/1—8¢R

Pr(A)

I

A=1V A=

Asi que T posee un unico valor propio: V.P={1}
Etapa 2. Vectores propios.

p(z) € (Rofz]): p(z) € Rolz] AT (p(x)) = p(x)
p(z) = ag + a1z + aza® AT (ap + a1z + a2a®) = ag + a1z + axz?
p(x) = ag + a1z + agx® A (ag — a1 + ag) + (a0 + a1 — az)z + a12® = ag + a1z + aga’
ap—a1+ay = aqg
p(x):a‘0+a1x+a2$2/\ ap+ar —ay = aq
al = a9

p(x) = ag + a1z + asx® A ap = a1 = as
p(x) = ag + apx + aoz?
p(x) = ao(l + = + %)
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