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(1) Demuestre usando Induccién Matemdtica que la férmula proposicional
F(n): (n € N:n impar ) = n(n? — 1) es divisible por 24. Es verdadera, (Vn : n € N).

Solucién

Etapa 1. P.d.q. F(1) es verdadera.

En efecto
1(12-1) = 1.0
=0 = 1(12 — 1) =24 - 0 = F(1) es verdadera.
= 24-0

Etapa 2. Hipdtesis de Induccion

Supongamos que F(n) es verdadera. Esto es

(n € N:nimpar ) == n(n® — 1) es divisible por 24

0

(3s;seN)A@rreN) @ n=02s—1)A2s—1)((2s—1)2—1)=24-7
0

(3s;s e N)A(Fr;reN) @ n=(2s—1)A(2s—1)(4s> —4s) =24 -7
)

(3s;s e N)A(FrreN)  : n=(2s—1)A8s> - 125 + 45 =241 (%)

Etapa 3. P.d.q. F(n + 2) es verdadera. Esto es,

pdq(n+2€N:nimpar) = (n+2)((n+2)? —1) es divisible por 24
)

pdq GuiueN) : n=2s-DA0M+2)(n+2)?—-1)=24-u
p.d.q Gu;u € N) II n=02s—1)A2s+1)((2s+1)>—1)=24-u
p.d.q Gu;u € N) ﬁ n=(2s—1)A(2s+1)(4s* +4s) =24 -u

p.d.q Gu;u € N) ﬁ n=25s—1)A8+1252+45=24-u  (%%)

Entonces dividiendo (**) por (*) tenemos que

LCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



8s3 4+ 1252 +4s : 8s3—12s2+4s = 1

8s3 — 1252 + 4s

2452
Asi que,
853 +125% +4s = 1-(85% —125% 4 4s) + 245>
@ ot 4 2442
= 24(r+s%
N—_——

u

Luego, F(n 4 2) es verdadera y por tanto la férmula proposicional F(n) es verdadera, para cada
ntimero natural impar.

111
e e 1 que:
a’b’c}c {0} tal que

(2.a) Sea A = {
(a) A es una progresién aritmética.
(b) a+b#0,a—b#0,a+c#0ya—c#0

Demuestre que

ala — c) _
(a—b)(a+c)

Solucién

- S 1 1 1 1
A es una progresion aritmética <— - — - =- — =
b a ¢ b
2 1 1
= =4
b ¢ a
2 a+c
= - =
b ac
2ac
—= b=
a+c
S—EY —
(a—Db)(a+c) (a— )a+ )
B ala —c)
N a(a+c¢) — 2ac
(( ) >( +o)
a+c
B ala —c)
~ (a® + ac — 2ac)
~ ala—c¢)
 (a? - ac)
_ ala—c¢)
~ ala—c)



(2.b) Considere el desarrollo binomial

(#-%) mew

4

Si existe un término en (x) que contiene a =%, para algin t € N entonces demuestre que m debe
ser un multiplo de 3.

Solucién
Etapa 1 Supongamos que existe el término pedido, y que es de la forma ¢,

Etapa 2 Datos.

T
m
(i) ty41 es el término pedido si y sélo si t,11 = ( >(x2)m_T (—)
r

Es decir,
_ n 2m—2r (_1)T
try1 = (r>$( ) (—:c‘”

(o)

—6t)

(ii) t,41 contiene a 2~ si y sélo si 226" = gl

Es decir,
gm=6r) — (=68 s 2 — 6r = —6t
< 2m = 6r — 6t
<~ m=3r—3t
= m=3(r—t)

Luego, m es un multiplo de 3.

(3) Considere el homomorfismo de grupos h : R® —— R? tal que h(z,y,2) = (v +y + 2,2 — y — 2).

(a) Determine ker(h)

Solucién
u € kerr(h) <= u € R3Ah(u) = O
= u=(z,y,2) Nh(z,y,z) = (0,0)
— u:(x,y,z)/\(x+y+z,x—yfz):(0,0)
B z+y+z = 0
= u=(z,y,2) A r_y—z = 0
— wu=(z,y,2) AN [x=0Ay+2z=0] (sumando y restando ambas ecuaciones)

< ker(h) ={(z,y,2) |lz=0Ay+2=0}



(b) Define en R3 la relacién ® como sigue: Para u = (z,y,2) y v’ = (2/,y',2') diremos que

uRy <= (u—u')=(x—2a',y—y',2 —2') € ker(h)

Demuestre que R es una relacién de equivalencia
Solucién
(i) P.d.q. R es reflexiva.
Esto es p.d.q. [uRu (Vu;u € R3)] equivalentemente p.d.q. (u —u) € ker(h)
Pero, (Vu;u € R3) tenemos que u —u = (0,0,0) A[0=0A0+0=0].
Asf que (u — u) € ker(h) y uRu (Yu;u € R3) y R es una relacién reflexiva.

(ii) P.d.q. R es simétrica.Esto es

p.d.q. [uRy = uv'Ru] equivalentemente p.d.q. (v —u') € ker(h) = (v — u) € ker(h)
En efecto

Siu=(x,y,2) yu = (2/,y,2") y uRu entonces

uRy' = (u—u') € ker(h)
= (x—2',y—y',2—2") € ker(h)
= -2 =0ANy—y' +2-2"=0
= o =sAytz=y +7
= 2’ —2=0Ay —y+2 —-2=0
= (2 —z,y —y,2" — 2) € ker(h)
= (u' —u) € ker(h)
= u/Ru

Asi que R es una relacion simétrica
(ii) P.d.q. R es transitiva.Esto es
p.d.q. [(ufv) A (vVRw) = uRw)] equivalentemente
p.d.q. (u—v) € ker(h) A (v—w) € ker(h) = (u—w) € ker(h)
En efecto

Siu = (ur,ug,us), v=(v1,v2,v3) y w = (w1, ws, ws) entonces



(uRv) A (vRw)

U —

Uy —

u—

Frreeiiiy

uRw

Ui —Ul)

(
(
[
(
(ur — 1) +
(
(
(

v) € ker(h) A (v —

Uy — V1, U — Vo, uz — v3) € ker(h) A (v1
(u1 —v1) =0 A (uz —v2) + (ug — v3) = 0]
—w1) =0A (ug — v2) + (ug — v3) + (v — ws) + (v3 — w3)
(v —w1) = 0A (ug — v2) + (va — we) + (ug — v3) + (v3 — ws)
up —w1) =0A (ug —we) + (ug —ws) =0

(01

Wi, U2 — W2, U3 —
w) € ker(h)

w) € ker(h)

ws) € ker(h)

— wy, vy — wa, vz — ws) € ker(h)
Allvy —wy) = 0A (v —wsa) + (v — w3)
=0
=0

Asi que R es una relacién transitiva y por ende es una relacién de equivalencia.

(4) Sea h : MRg(2) —

Rs[x] tal que h ( .

a12

a21  a22

(a) Demuestre que h es un Isomorfismo de grupos.

Solucién

3

) =ay1 + a1 + (112’152 —+ agox”.

:0]

Etapa 1. P.d.q. h es un homomorfismo de grupos. Esto es, p.d.q si A € Mg(2) y B € Mg(2) entonces
h(A+ B) = h(A) + h(B)

AEMR(2)<:>A:<

ail a12> A
az1 22

4

A+B =

U

h(A+B) =

bll

B € Mg(2) <= B = (
bo1

a1 + bi
a1 + bay

'

a12 + b2
a22 + bao

air + b1y

a1 + bay

a2 + b1
a2 + baa

a11 + b1 + (a1 + boy)x + (a12 + bi2)2x? + (ae + bao)x®

+ [b11 + bo12 4 b1ox? + bog?)
b12
bao

2 3
[a11 + a212 + a122” + agex”]

h( a1 a2 )+h( b1
a21 a2

ba1
h(A) + h(B)

Luego, h es un homomorfismo de grupos.

Etapa 2. P.d.q h es inyectiva. Para ello, basta mostrar que ker(h) = { (

Sea A €

ker(h) entonces

b12
bao

)

)

0
0

0
0

)}



Acker(h) < AeMgr(2)Ah(A) = eryy

a a
A— 11 12
az1 a2

ailp  ai2
a1  a22

(
= A—<‘“1 12
(

a1  a22

Luego, h es inyectivo.

a22

Ah ( a12)20+0$+0m2+0x3

/\(111—0/\021—0/\(112—0/\(122—0

>/\a11+a21x—|—a12x —|—a22w =0+ 0z + 022 + 023

Etapa 3. P.d.q. h es sobreyectiva. Esto es p.d.q. Img(h) = Rs[z], equivalentemente hay que mostrar
que Img(h) C Rzlx] A Rs[z] C Img(h).

Pero por definicién de funcién tenemos que I'mg(h) C Rs[z], asi que basta mostrar que

Rs[z] € Img(h).

Lo anterior ocurre si y sélo si tiene solucién en Mg(2), la ecuacién. h(A) = p(x), para

p(z) € Rs[z] dado.

Entonces veamos si una tal ecuacién tiene o no solucion.

Sea p(z) = ag + a1 + azx? + azz® € Rs[z] dado, y planteemos la ecuacién.

(34; A € Mg(2)) : h(A) = p(z) = A(
<— A_(
<— A:(
<— A:(
I

a a a :
12 Ah 11 12 :a0+a1x+a2x2+a3z3

a22 a1  a22

a12 2 3 2
a AN a1 + a1x 4+ ajox” 4+ asex” = ag + a1x + axx” + azx

22

a12 _ _ _ _

Ao /\ao—an/\al—agl/\ag—alg/\ag—azg
a2
as
a a a

2 ) An 02 = ap + a1z + asx?® + asz®
as ay as

Luego h es sobreyectiva y por tanto un isomorfismo de grupos.

(b) Determine h~!

Solucién

De la parte anterior del ejercicio sigue que;

3



h™Yag + arx + asx® + aza®) = ( @ G2 )
a; as

En efecto.

(hoh™Y(ap + a12 + asz® + azz®) = h(h  (ap + a1z + asz? + azz?))

a a9
= h( 70
a; as
= a0+a1x—|—a2x2+a3x

3

Asi que ho h™! = 1, (2]

Reciprocamente

oen (@) = (n( )

= h7Yao + a1z + axz? + aza®)

_ ag a2
- ay as

Asi que h™1 o h = 1y, (9



