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(ii) Luego G' = {a11,a22,...,@n,} s una progresién geométrica con primer término aiy = 1y razén r = %52
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(2) Determine, si es que existen, en el desarrollo binomial (3x+2)%, dos términos consecutivos cuyos coeficientes
sean iguales.

lCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



Solucion
Etapa 1. Debemos determinar dos términos consecutivos cuyos coeficientes sean iguales

Etapa 2. Gestion de la informacion.

(a) Sean ty y ti41 los términos consecutivos entonces
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(b) Ahora igualando los coeficientes de ¢ y tr4+1 tenemos que
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Asi que los términos pedidos son: tg y tg.



(3) Sea W = {(z,y,2) € R® | 2 + y + 22 = A}. Definamos en R? la relacion:

(a,b,c)R (a',b',¢) <= (a—d b=V, c—c)eW
(a) Determine el conjunto S = {\ € R;| R es una relacién de equivalencia}
Solucion
Etapa 1. Debemos determinar el conjunto S.
Etapa 2. Gestion de la informacion

Si A € S entonces R es una relacién de equivalencia, y por tanto debe suceder lo siguiente:

(i) R es una relacién refleja, es decir se verifica que: (a,b, c)R(a,b,¢) (V(a,b,c) € R?). Pero

(a,b,c)R(a,b,c) (V(a,b,c) € R?) (a—a,b—bc—c)eW
(0,0,0) € W
0+0+2-0=2A

A=0

1o

Conclusion 1. R relacion refleja si A =0

(ii) También, R es una relacién simétrica, es decir se verifica que: (a,b,c)R(d, e, f) = (d, e, f)R(a, b, ).
Pero entonces por una parte

(a,b,c)R(d,e, f) <= (a—d,b—e,c—f)eW
— a—-d+b—e+2(c—f)=A (%)

Y por otra parte,

(dye, [)R(a,b,¢c) <— (d—a,e—b,f—c)eW
— d—a+e—b+2(f—c)=A (%)

Asi que comparando(x) con (xx), tenemos que
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Conclusion 2. R relacion simétrica si A = 0

(iii) Finalmente, también R es una relacién transitiva, es decir se verifica que:

(a,b,c)R(d, e, f) A (d,e, f)R(g, h,i) = (a,b, c)R(g, h, 1)



Entonces

(a,b,c)R(d,e, f) <— (a—d,b—e,c—f)eW
<~ a—d+b—e+2(c—f)=2A (%)

(d,e, [)R(g,h,i) <= (d—g,e—h,f—i)eW
<— d—g+e—h+2(f—i)=A (%)

Por la transitividad de R tenemos que

(a,b,c)R(g,h,i) <= (a—g,b—h,c—i)eW

— a—g+b—h+2(c—i)=2A (% )
De (%) y (xx) sigue
a—d+b—e+2(c—f)+d—g+e—h+2(f—i) = A+A
U
a—g+b—h+2(c—i) = 2\ (% *)

Asf que de (% * %) y (x % *xx) sigue que A\ = 2\, luego, A =0
Conclusién 3. R relacién transitiva si A =0

Finalmente, S = {0}

(b) Demuestre que para A € S tenemos que (0,0,0) = W

Solucion

(a,b,¢) € (0,0,0) <= (a,b,c) € R*A(a,b,c)R(0,0,0)
— (a,b,c) eER*A(a—0,b—0,c—0) €W
<~ (a,b,c) € R®* A (a,b,c) €W
(4) Sea h : Mg(2) — Rs[x] tal que h( z Z ) =a+(a+b—d)x+ (b—c+d)az?+ (a— bz
(a) Demuestre que h es un isomorfismo de grupos

Solucion

Etapa 1. P.d.q. h es un homomorfismo de grupos, es decir, Si A € Mg(2) y B € Mg(2) entonces
p.d.q. h(A+ B) = H(A) + H(B).

En efecto



AeMgp(2) s A=( “12)
a1 a22

<
B eMg(2) <= B:(b“ b12)

bar  bao
N3
+b11 a2 +bi2
A+B = I
( az1 +bo1  age + b
Asi que
aiy +bi1 aiz + b2
h(A+B) = h
( ) ( az1 +bo1  age + b >
= (a11 +b11) + (a1 + b11 + @12 + b1z — (a2 + ba2))x + (a12 + bi2 — (a21 + ba1) + (age + b22))l“2 +
(a11 + b1 — (a12 + b12))2®
= (a11 +b11) + (@11 + a12 — aza + by + b1z — baz)x + (a12 — a1 + age + bra — bay + bao)z” +
(a11 — arz + b1y — byo)a®
= (a1 +bu1) + (a1 + a12 — a22)x + (b11 + b1z — bo2)z + (@12 — ag1 + 022)1?2 + (b2 — ba1 + b22)l’2 +
(a1 — G12)333 + (b1 — 1712)3733
= an + (a1 + a12 — a22)r + (a12 — a1 + 022)1?2 + (a1 — Cl12)1?3 +b11 + (b1 + bi2 — bag)z +
(D12 — ba1 + b22)l’2 + (bun — 1712)1133
_ h( an a1z \ bir b2
as1 929 ba1  bao
= h(A)+ h(B)
Luego, h es un homomorfismo de grupos.
. . . 0 0
Etapa 2. P.d.q. h es inyectiva, es decir, p.d.q. ker(h) = 0 0
En efecto
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= A= ( i ) /\h( i ) = 04 0z + 02° + 02
as1  a92 az1 a2
—= A= ( a2 > Aair + (a1 + a1z — ag2)r + (a12 — a2 + G22)$2 +
a1 Q22

(a11 — a12)z® = 0+ 0z + 02% 4 02°

a1 = 0] (1)
aip a2 a1 +aiz—azz = 0/(2)
— A= A
( a1 a2 ) aig—ag +ax = 0](3)
a1l — 12 = 0|4

A= ( a1 ) AN arr (é) 0 A as (é) 0 A ao (i) 0 A an (23) 0
a1 ag2

J

B
Il
A~
oo
oo
~—



Luego, ker(h) = {( 8 8 )} y h es inyectiva

Etapa 3. P.d.q. h es sobreyectiva, es decir, p.d.q. Para cada p(z) = ag + a17 + az2? + azz® € R3[x]
Existe A € Mg(2) tal que h(A) = p(z)

En efecto

h( Y1 Y12 ) _ a0+a1$+ag$2+a3$3
Y21 Y22

~

ag +a1x + agxz + a3x3

Y11+ (Y11 + Y12 — y22)T + (Y12 — Y21 + y22)$2 + (y11 — y12)$3

Luego,
Y11 = ao | (1)
Y11 Y12 2 3 yin+yiz2—y22 = a1 | (2)
h =ag+ a1x + axx® + azr® <
( Y21 Y22 ) 0 ! 2 s Y2 —Yo1 + Y22 = az | (3)
Y11 — Yi2 = a3z | (4

1 (4) (2) (3)
= Y11 = ag A¥y12 = ag —az ANya2 = 2a9 —az — a1 Ay21 = 3ag — 2a3 — a1 — a2

Asi que

L ( ( ap (ap — ag)

= 2 Sy h ti
30 — 2a3 — a1 — az)  (2a0 — as — ay) > ag + a1z + asx” + asx” y h es sobreyectiva

(b) Determine h~!
Solucién
Como h es biyectiva por el ejercicio anterior entonces basta definir

_ a ag —a
h 1(a0 + a1z + agx® + asx?’) = ( (3a — 2a30— a1 — as) EQCOLO _ Zl —ay) )
En efecto
(hoh™Y)(ag + a1z + agx® + azaz®) = h (h_l(ao + a1z + asx® + a3x3))
_ 3 ( ag (a0 — a3) )
(3ag — 2a3 — a1 —az) (2ap —az — aq)
= a9+ ar1x+ a2:172 + a3:173
\
(h o h_l) = 1R3[z]
Anélogamente
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