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(1) Si f:Mg(2) — MRg(2) es una funcién tal que f <Z Z) = (a 1_ 1 d—ZI)— 1> entonces

(a) Usando induccién matemética muestre que

c

f"(z Z)_<a+n d_?_n) (Vn;n € N) (donde, f* = fo fo---of (n veces))

En efecto
e Para n =1 tenemos que

a b a b a+1 b
fl(c d):f<c d)z( c d+1)
a b a+1 b
fl(c d>_< c d—i—l)

y por tanto la formula es verdadera para n =1

Asi que,

e Supongamos como hipétesis de induccidén que

nfa b\ _ f(a+n b
f(c d)_<c d—i—n)

e Ahora mostremos que la férmula es verdadera para n + 1, es decir verifiquemos que

A (CCL Z) B (H(ZH) d+(2+1))

n a b _ " a b
f+l (C d) = (f Ofl) (C d)
" a b
- (1t 3)
(2) nfa+1 b
= f ( c d—l—l)

2 ()

- (H(ZH) d+(2+1)>

As{ que (4) es verdadera, y por ende (1) es verdadera

En efecto
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(b) Demuestre que f™ es una funcién biyectiva (Vn;n € N).

Conforme a nuestras definiciones y teoremas estudiados en clases tenemos al menos dos alternativas, para probar
la afirmacion propuesta:

Alternativa 1. Usaremos el teorema o ”herramienta maestra” que dice f™ serd biyectiva si existe para cada n € N
su inversa, digamos (f™)~!. En esta direccién define

7" Mg(2) — MRg(2) tal que f™" ((CI Z) = (a o dﬁn)

C

Ahora, verificamos directamente que

e (LG = (@) e ()

()

o fa—mn b s nfa+n b
=/ c d—n) =/ c d—i—n)
_ fa—n+n b _ fa+n—n b

B c d—n+n B c d+n—n

Luego,
(7o f") = lupe
)

_— -n _ ny—1
=l } freun
Alternativa 2. Demostramos directamente que f™ es inyectiva y sobreyectiva, usando sus propias definiciones.

En efecto

Para la inyectividad hacemos lo siguiente:

nfa b\ . fd VY
/ <C d>—f (c, d,>

a+n b\ _ [d+n b
¢c d+n) c d+n

= (a+n=d+n)Ab=bANc=dAN(d+n=d +n)
= a=dANb=bAc=dNd=d
. (e b\  (d ¥

c d) \d d
Por tanto f™ es inyectiva para cadan € N
Para la sobreyectividad, dado que Img(f™) C Mg(2) entonces s6lo resta mostrar que Mg(2) C Img(f™).
Luego, debemos resolver la ecuaciéon f"(X) = A en Mg(2) para A € Mg(2) dada. Es decir debemos resolver la

ecuacion
nfZ1 22\  [(a b
f (:vg :C4> o (c d)

—_— Y=
X A



Entonces
fn$1$2fab T +n To _fa b
s x4) \c d Z3 za+n)  \c d
= (m+n=a)Aza=bAzs=cA(zs+n=4d)

= (r1=a—-n)Aza=bAxs=cA(zg=d—n)

Verificamos como corresponde, (no olvide lo que le ha pasado a los Ingenieros que no han verificado la factibilidad
de sus proyectos).
P T1 T _ a—n b _(a—n+n b a b
T3 x4) c d—n) c d—n+n c d
nfa—mn b a b " "
f 2 )= (0 0) = M) € Img(f") = Mg (2) © Img(f)

C C

Luego,

Y f™ es sobreyectiva, y por ende biyectiva.

n;
(2) Si A ={a1,a2,...} C R es una progresién aritméticay S; = Z a;, para 7 = 1,2, 3 entonces demuestre que
i=1

(n2 — ’II3) St + (ng — nl) Sy + (nl — nz) S3=0 (5)
ny N9 ns
Solucién
(a) Como A = {a1,az,...} CR es una progresién aritmética entonces
nj .
S; = ?(al—i—anj) (1=1,2,3)
(b) Asi que, si hacemos S = (n2 — 1) S1 4+ (n3 = m) So + (n1 = n2) S3 entonces
niy no ns
Nng —n ng—n ny—n
S = % (al +an1) + % (al +an2) + (%2) (al +an3)
o Noaq naaq N20an, n3an, nsaq niaq n3an, N1Anp, niaq Noaq N1Ang N20n,
- 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
_ n2an1 n3an1 n3an2 nlanz nlang n2an3
B 2 2 2 2 2 2
- ng(al + (n1 — 1)d) ng(al + (n1 — 1)d> 7’1,3(0,1 + (7’L2 — 1)d> ni1 (a1 + (’ng — 1)d)
= - + — +
2 2 2 2
nl(al + (n3 — 1)d) _ ng(al + (n3 - 1)d)
2 2

1
= 5(”2@1 + naonid — nod — nza; — nznid + nad + nzaq + ngnad — n3d — nia; — ninsd + nid +

niai1 +ninzd — nid — naay — nonzd + ngd)
=0

a—b a-—>

. . < . . a b\
(3) Si consideramos la funcién h : Mg(2) — Mg(2) definida por h < e d ) = < c—b d—a

) entonces



(a) Muestre que h es un homomorfismo de grupos

Solucién

(2 a)+ (0 n)) = n(ere 250)
_ <(a—|—al’)—(b—|—bl’) (a—|—al b+b’)>
(c+c)—(b+V) (d+d)—(a+ad)
_ ((a—b)+(a’—b’) (a—b + ( b’))
(c=b)+(c=¥b) (d—a)+( ")
(8 6°3) (B0 5°8)
_h<ZZ)+h<Z,I Zﬁ)

Luego, h es un homomorfismo de grupos

(b) Ademds demuestre que la relacién
ARB <« (A-B)c€ker(h)

es una relacién transitiva en Mg (2)
Solucién

Debemos recordar que como h es un homomorfismo de grupos entonces ker(h) = {C € Mg(2) | h(C) = Ougy(2) }»
asi que

AR B <= (A~ B) € ker(h) <= h(A — B) = Oy, (2)

Con esto en mente procedemos a mostrar que R es una relacién transitiva:

SSIARB A B XC entonces conforme a lo anterior

AR B <= h(A—B) :OM]R(Q)

B%C<:>h(B_C):OMR(2) }:>I’L(A—O)—I’L(A—B-'—B-O)—h(A—B)—FI’L(B—O)_OMR@)

Luego, A R C y entonces R es una relacion transitiva.

x+2 4 8 16
(4) Si A= g r I 4 - j_ 8 }g € Mg (4) entonces determine el conjunto
2 4 8 x + 16
S = {zeR[A¢UMz(4))}
Solucién

z€S <<= zeR AN AZUMr(4))
< xR A det(4)=0

entonces procedemos ahora, a calcular det(A)



det(4) =

Si = 0 entonces det(4) =0y 0 €S

Si x # 0 entonces

Asi que

det(A)

T+ 2 4 8 16
2 T +4 8 16 _
det | 4 z+s 16 | e
2 4 8 x+ 16
x 0 0 —T T
0 = O T 0
= det 00 =z B = det 0
2 4 8 x+16 0
x 0 —x x
= xdet 0 =x —x = zdet 0
4 8 z+18 0
2 xr —T
= det<8 o422

S = {0,-30}

0
x
0
4
0
x
8

z 0 0 -z
0 = O -z
0 0 = -
2 4 8 x+16
0 -z
0 -z
T -
8 xz+18
—x
—x
T+ 22

) = 2?(2? + 302) = 2°(x + 30)



