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(1) Sea U= {f(x) = co + c17 + caz? € Ra[z] | cg — €1 + 2 = 0}

Define en Ry[z] la siguiente relacién:

p(z) Rq(r) <= (p(z)—q(x)) €U

(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia
Solucién
(i) P.d.q. R es una relacién reflexiva
En efecto
Sea f(x) = co + c17 + cox? € Ry[z] entonces

fx) = f(2) =04 02+ 022 € R[2] AO—0+0=0= (f(z) — f(2)) €U

Luego, f(x)Rf(x) y entonces R es una relacién reflexiva.
(ii) P.d.q. R es una relacién simétrica

En efecto
Sean p(z) = ag + a17 + azx? € Ro[z] y q(x) = by + iz + box? € Ro[x].

Supongamos que p(x)Rq(z), entonces
p(z)Rgq(x) p(x) — q(@) = ap — by + (a1 — by)z + (az — by)a® € U
(ag —bg) — (a1 —by) + (a2 —b2) =0
(—=D[(ao —bo) — (a1 — b1) + (a2 — b2)] =0
—(ap —bg) + (a1 —b1) — (a2 — b2)] =0
(bo —ag) — (b1 —a1) + (ba —az) =0
(¢(z) —p(z)) €U
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Luego, g(x)Rp(z) y entonces R es una relacién simétrica.

LCada problema vale 1.5 puntos.
Tiempo 120’



(iii) P.d.q. R es una relacién transitiva
En efecto

Sean p(z) = ag + a1 + azx?, q(x) = bo + bz + bax? y f(x) = co + 17 + c22? en Ry[z], tal
que.

p(x) R q(z) Aq(x) R f(x)

p@) Rq(x) <= pa)—qlx) = a0 —bo + (a1 —bi)e + (a2 — bp)a® €U
<= (ao—bo)—(al—b1)+(a2_b2):0 (*)

Por otra parte:

q(z) R f(z) <= q(z)— f(x) =bo—co+ (b — 1)z + (b — c2)a® € U
<~ (bo—Co) — (bl —Cl)+(b2 —02) =0 (**)
De (%) y (**) sigue que

0 = (ap—bo)— (a1 —b1)+ (ag —b2) + (bo — co) — (b1 — c1) + (b2 — ¢2)
= a9g—bp—a1+bi+ay—by+by—co—by1+c1+by—co
= ap—ai1+ay—Cy+cp—C
= (ap —co) — (a1 —c1) + (a2 — c2)
Asf que p(z) — f(x) = (ag — co) + (a1 — 1)z + (ag — c2)z? € Uy p(z)Rf(z). Luego R es
una relacién transitiva, y por tanto R es una relacién de equivalencia.

(b) Demuestre que 1+ 2z + 22 =T

En efecto

p(z) € 1+ 2x + 22 p(z) € Rafz] A p(x)R(1 + 22 + 2?)

— p(z)
= p(z) =ag+ a1z + agr® € Ry[z] A (ag + a17 + agz®)R(1 + 2z + 2?)
= p(z)=ap+az+ar?® €Ryx] Aag—1) — (a1 —2) + (a2 —1) =0
— p@)=ao+air+ar® €Ryfz]Nagp—1—a3+2+ay—1=0
= p(x)zao—l—alx—l—angERQ[x}/\ao—al—i-ag—O
— p(r) =ag+ ez +axr® € Ryfz] Ap(x) €
\

1+2z+22 = U

(2) Sea f:R?+—— R3 tal que f(x,9,2) = (x +y+ 2,0 —y+2,32)
(a) Demuestre que f es una biyeccién
Solucién
(i) P.d.q f es inyectiva.

Supongamos que
f(w1,y1,21) = f(22, 92, 22)



flz1,y1,21) = f(x2,92,22) <= (z1+y1+ 21,21 —y1 + 21,321) = (T2 + Y2 + 22, T2 — Yo + 22,322)
T1t+y1+2z1 = T2ty + 22
= T1—n1t+tz = T2—Y2+ 22
321 = 322
U
=z A T1+y1 = 22+Y2
T1—Y1 = T2 —Y2
I
zi=z2 N T1=T2ANY1 =Y
I
(z1,91,21) = (22, Y2, 22)

Luego f es inyectiva

(ii) P.d.q f es sobreyectiva.

Sabemos que Img(f) C R3, porque f es bien definida.

Para mostrar la inclusién que falta R? C I'mg(f), debemos resolver la ecuacién.

f(z,y,2) = (a,b,c), donde p = (a,b,c) € R? es dado. Asi que

rT+y+z = a
Fows) = (@b — a—yir — b
32: = C
4
‘T—‘ry = a_E
z—c A 3
T3
U
N 3a+3b—2c a—0b
z== g 20TV A _
3 5 v="3
\

6 )

f 3a+ 3b—2c¢ a—bE B
2 '3 N

(a,b,¢) (%)

(b) Determine explicitamente f~!

Solucién: De (x) sigue directamente que:

3x+3y—2z x—y 2

Freaa =

(3) Sean f: A+ By g: B+— C dos funciones.

6 T2

(i) Demuestre que g o f inyectiva = f inyectiva

Solucién

)



f@)=1fly) = 9(f(@)=9(f(y))
= (9o f)(@) = (g9°f)(y)

= =Y ( pues, (go f) es inyectiva )

Luego, f es una funcién inyectiva.
(ii) Demuestre que g o f sobreyectiva = ¢ sobreyectiva
Solucién

Sabemos que Img(g) C C. Asi que para mostrar que C' C I'mg(g), debemos resolver la ecuacién
g(b) = ¢, para ¢ dado.

Ahora si ¢ € C es dado entonces como g o f sobreyectiva, existe a € A tal que (go f)(a) = ¢. Por
tanto g( f(a) ) =c
—~—
b

(4) En el AABC de la figura:

Demuestre que si se verifican simultaneamente las propiedades :

b3 4 3 — g3

() o=
b+c— a3 entonces el AABC' es equilatero.

(i1) senf - seny = 1

Solucién
P.d.q. a =b=c 6 que los angulos a = g = v = 60°
(a) De la condicién (i) sigue que:

b3+ ¢ —ad . )
aZZM = ¥+l -a
b+c—a

3 = a4 a*c - d®
= (b+c)(b?* —bc+c?) =a?(b+c)
= a? =0 —bc+ 2 (1)

(b) Del teorema del coseno sigue que:

a® = b+ — 2bccos a (2)

Comparando (1) y (2) tenemos que;



b2 —be+ 2 b2 + ¢ — 2bccos

=

COs «x

1
2

=

a = 60°

(¢) Como 180° = av+ 3 + 7 entonces cos o = cos(180° — (5 +v)). Luego

% cos(180° — (B + 7))

cos 180° cos(8 + ) + sin 180° sin(5 + )
—1 0

= —cos(B+7)

sin B siny — cos B cosy (3)

3
(d) Como senf3 - seny = i

entonces sustituyendo en (3) tenemos que:

1
3 = Z—cosﬁcosv
.
3 1
cosffcosy = -
7 1
Asi que.
. . 1 3
cosFcosy+sinfGsiny = Z+Z
=1

Pero, cos B cosy + sin Ssiny = cos(y — ). Asi que
cos(y—0B)=1=—=v-0F=0=~v=0

Finalmente, a = 60°, v+ 8 = 120° y 7 = 8 entonces a = f =y = 60° y AABC' es un tridngulo
equilatero.



