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(1) Si llamamos S = {A = < ZH 212 > € Mg(2) | a12 — a1 = O}, y definimos en Mg (2) la relacién
21 Q22

ARB<= (A-B)€S
(a) Demuestre que R es una relacién de equivalencia

Antes de comenzar podemos operacionalizar la relacién R.

SiA=( 11 %2 y B = b bz entonces
az21 Q922 b21 b22

ARB <= (A-DB)eS
— [( ail a2 > _(bll b12 >] cs
a1 G2 bo1  bao
— a1 — b1 a1z — b2 cs
a1 — ba1  agzy — bao
a1 — b1 a1z — b2
Mg (2) A —byg) — —boyy) =
— < az —ba1  ag2 — bay ) € Mr(2) A (a2 = bi2) = (a2 = bz) = 0
air — b1 a1z — b2
— € Mp(2) A — b)) = iy
( o1 — by Gy — ba > r(2) A (a12 — b12) = (az21 — ba)
Asi que

—-b aig — b
ARB <— a1 2 12) e Mg(2) A —by9) = —b
< a1 — by s — boo r(2) A (a2 12) = (a21 21)

(i) Verifiquemos, si R es una relacién reflexiva.
Si A= ( @ a2 ) € Mg(2) entonces
a1 a2

A_A — a1 a2 \ _( air a2

a1 a a  a
00

= < 00 ) € Mg(2) A0 =0

Entonces (A — A) € Sy ARA. Asi que R es una relacién reflexiva.

(ii) Verifiquemos, si R es una relacién simétrica.

Si A= ( @ a2 ) y B= < b bo ) y ARB entonces de (1), sigue que
as1 G922 b21 b22
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a1 — b

ARB < (
a1 — by

Ahora, por una parte

soa =

Y por otra,

big — a2 = —(a12
Asi que, (B — A) € Sy BRA.

ai2 — bi2
a2 — baa

) € Mg(2) A (a12 — b12) = (a21 — ba1)

bia — a2
bao — ago

bi1 — ain
ba1 — ag1

> € Mg(2)

1
—b12) W —(ag1 — ba1) = b1 —an

Conclusién R es una relacién simétrica ya que,

ARB =— BRA

(iii) Verifiquemos, si R es una relacién transitiva.

SiA= (% M2 p
az1 az )’

entonces de (1), sigue que

ARB ( a1 = bn
a1 — by
BRC <— ( b —en
ba1 — ca1

Ahora,
A-C =

Y,
a1z — €12

b biz , O = cn e y suponemos que ARB y BRC
ba1 b2 Co1  C22
—-b

Z;z _ b;z ) € Mg(2) A (a12 — bi2) = (a21 — ba1) (2)
bia — c12 B B
boy — oo > € Mg(2) A (b12 — c12) = (b21 — ca1) (3)
< a1l — ¢l a2 — 12 ) € Mg (2)

a1 — C21 Q22 — C22

(a12 — b12) + (b2 — c12)
) 3
(@21 — ba1) + (ba1 — c21)

az1 — c21

Luego, (A—C) € Sy ARC, es decir R es transitiva y con lo anterior es una relacién de equivalencia.

(b) Muestre que A€ S <= AR (

En efecto

00
00

)

Aes s A= (0002 ) CMa() A o - om =0
— A:A—(O)=<Zi:8 ZZ:S)EMR@)/\(a12_0)_(a21_0)20
= A== = (W70 W) M) A (- 0) = (o -0
— A§R<8 8)



(2) Sea A un conjunto tal que A # (). Considere las funciones hy : A—— A, hg : A—— Ay hg : A —— A,

(a) Demuestre que (hy o hg = hyohg A hy inyectivo) = hg = hg
Solucién

Para cada a € A.
(h1 0 hg2)(a) = (h1 o h3)(a) <= hi(h2(a)) = hi1(hs(a))

h inyectiva
—

hg(a) = hg(a) - hg = hg

(b) Demuestre que (ha o hy = hgohy A hy sobreyectivo) = hy = h3
Solucién

Para cada a € A existe b € A tal que hy(b) = a, pues h; es sobreyectiva. Por tanto
ha(a) = ha(h1(b)) = (hg © h1)(b) = (h3 © h1)(b) = h3(h1(b)) = hs(a)
Asi que, hy = hg

ag + a1 — as
(3) Sea h : Ro[z] — Mg (3 x 1) tal que h(ag + a1z + azz?) = | ag — 2\a1 + as
)\CLQ

(a) Demuestre que h es un homomorfismo de grupos, (VA, A € R)
Solucién

Si p(z) = ag + a17 + agx? € Rafx] y q(x) = by + bz + bax? € Ry[x] entonces
h(p(z) +q(z)) = h((ap + a1z + azz?) + (by + brz + baz?))
= h((ag + b + (a1 + by)x + (ag + by)z?))

(ao 4+ bo) + A(a1 + b1) — (az + b2)
= (ap + bo) — 2X\(a1 + b1) + (a2 + b2)
Aag + b2)
(ap + Aay — ag) + (bo + Aby — b2)
= (ap — 2Xay + ag) + (bo — 2Aby + b2)
()\&2) + ()\bg)

ap + a1 — as bo + Ab1 — bo
= ag — 2Aa1 + as + bo — 2Aby + bs
)\CLQ )\b2
h(ag + arz + agx®) + h(bo + bix + baz?)
= h(p(z)) + h(g(z))

Por tanto h es un homomorfismo
(b) Determine el conjunto

K = {AeR|hes inyectiva}
Solucién

AeK <= MeR A hes inyectiva
< AeR A ker(h) = {Og,[2}



Ahora,
ker(h) = {Op,2)} <= (M(p(x)) = Opp(3x1 = p(v) = 0+ 0z + 0x?)

Entonces para p(z) = ag + a17 + a22? € Ro[x]

ag + Aap — as 0
h(p(z) = ag + a1z + azx?) = Opip(3x1 <= ap—2Xa; +az | =1 0
)\CLQ 0
ag + Aa1 — as =0
— qyp—2Xa1+az = 0|=A=0Vay=0
)\(12 =0
ap + Aap 0 . . .
4 —23a; = 0 ‘ (forzosamente A\ # 0 y az = 0, pues h es inyectiva)
3xa1 =0

—
= AZO0Aay=a1=a3=0
Finalmente, K = R — {0}
. . ) a b [ (a+b—¢) (a—b+c)
(4) Si definimos el homomorfismo H : Mg(2) — Mg(2) tal que H << e d >> = < c—d 4+ 2d

entonces
(a) Demuestre que H es un isomorfismo de grupos.
Solucion

Como, h es un homomorfismo, sélo falta mostrar que H es biyectiva. Para ver la inyectividad de H
estudiamos ker(H).

Acker(H) <— Ae€c MR(Q) A H(A) = OMR(2)
a b a b 0 0
= AZ(c d>eMR(2)AH<C d>_<0 0)
_(ab (a+b—c) (a=b+c)\ _ (0 0
= A_<c d>€MR(2)A< c—d c+2 )=\ 0 0
(a+b—c) = 0
a b a—b+c) = 0
= Az( d>eMR(2)/\ E—d ) — 0
c+2d = 0
(a+b—c) = 0
([ a b (a—b+c) = 0
= A-(C d>eMR(2)/\ o—d — 0
3d = 0
a b a+b = 0
= A:<c d>€MR(2)/\ L — olhe=d=0
a b
S S
0 0
— A‘(o 0)
Por tanto ker(H) = {Oyg,(2)} ¥ H es inyectivo



5

Para ver la sobreyectividad, debemos estudiar la solucién de la ecuacién H(X) = A en Mg(2) .
A € Mg(2) dada.

Es decir, si A = <

H<< T T
Tr3 T4

para

a
C

)-(:

)
d entonces

i) =

(acl + 210 — xg)

(1 — 22 + x3) )

-2 )

T3 — T4 x3+2w4

(r14+m2—23) = a

— (r1—xz2+x3) = b
Tr3 — T4 = C
T3+ 2x4 = d
(1 4+ 22 —23) = a

PN (x1 —22+x3) = b
Tr3 — T4 = C
324 = d—c¢
(r1+22—23) = a d

—c

— (r1—xz2+2x3) = b|Axy= 3
Tr3 — T4 = C
(xt1+x2—23) = a _d-c _ 2c+d

T (waatay) = b|"TT T AT
(xt1+x2—23) = a —c _ 2c+d

— 922, — atb NIy = xr3 = 3

— 2c+d b

= (mitap—x3) = a|Azy= 30/\353: et /\wlza;—

. d—c/\ 2c+d a+b 3a —3b+4c+2d
Ty = T3 = T = Ty =
T3 s 3 1T 2 6

Asi que
a+b 3a—3b+4c+ 2d
2 6 _(ab
H 2c+d d-—c —\ ¢ d)
3 3

Asi que H es sobreyectiva y por tanto biyectiva.

(b) Determine H~!
Solucién

Del punto anterior, tenemos que H ! : Mg(2) — Mp(2) tal que

_1(1b
H<cd

3a — 3b+ 4c + 2d
6

a+b

_ 2
>_ 2c+d d-—c
3




