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(1) Si consideramos el subespacio W = {(z,y,t,2) € R? | 92 — 32 — 3y = 0} entonces usando el producto interno usual de
R* determine:

(a) Py, la proyeccién ortogonal de R* en W
Solucién

En primer lugar, determinamos una base de W.
weW = u=(x,yt,2) R A92z—-32—-3y=0
— u=(z,y,t,2) ER* Nz 4+y—-32=0
= u=(z,y,t,2) eR* N y=32z—2
— u=(z,3z—=z,t,2)
e u=2(1,-1,0,0)+ 2(0,3,0,1) + £(0,0,1,0)

Luego, W = ({(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)}). Asi que dimg(WW) < 3, por tanto debemos verificar que
a = {(1,-1,0,0),(0,3,0,1),(0,0,1,0)} es una base de W, y para ello sélo falta ver que es linealmente inde-
pendiente. Es decir, debemos mostrar que

a1(1,-1,0,0) + a2(0,3,0,1) + a3(0,0,1,0) = (0,0,0,0) => a1 = a3 = a3 = 0 entonces

ar(1,-1,0,0) + a2(0,3,0,1) + a3(0,0,1,0) = (0,0,0,0) = (ay,3az — a1, as,az) = (0,0,0,0)
— a1 :a2:a3:O

Por tanto « es una base de W.

A seguir verificamos si « es un base ortogonal, respecto del producto interno usual.

((1,-1,0,0),(0,0,1,0)) = 0
((1,-1,0,0),(0,3,0,1)) = —3
((0,3,0,1),(0,0,1,0)) = 0

Luego, a no es una base ortogonal, asi que la ortogonalizamos via G-S.

o, = (1,-1,0,0)
vy = (0,0,1,0)
1 1 1),(1,-1
vy = (0,3,0,1)— {(0,3,0,1), (0,0, ’O)>(0,0,1,0)— {0,3,0,1),(1,~1,0,0p (1,-1,0,0)

((0,0,1,0),(0,0,1,0)) ((1,-1,0,0),(1,-1,0,0))

3
(0.3.0,1) + £(1,-1,0,0)

33
-, =,0,1
(27277>

Luego formamos la base ortogonal o/ = {(1,-1,0,0), (0,0, 1,0), (3,3,0,2)}.

lCada problema vale 1.5 puntos
Tiempo 120’



Finalmente procedemos a calcular la proyeccién ortogonal de R* sobre W. Es decir Py : R* — W tal que
(a,b,c,d) € R* — Py (a,b,c,d) € W

P,(a,b,c,d) =

{(a,b,¢,d),(0,0,1,0))

(abcd)( —1,0,0))
1

, —

(1,-1,0,0) +

(0,0,1,0) +

(1,-1,0,0)) ((0,0,1,0),(0,0,1,0))

< 3
(( ,0),
{(a, b c, d),(3,3 0,2))
<(3,3 0,2),(3,3,0,2))

[\

(3,3,0,2)

30+ 3b+ 2d
~1,0,0) + ¢(0,0,1,0) + <-132t325j1——-> (3,3,0,2)

9a+9b+6d b—a+9a+9b+6d . 3a+ 3b+2d
22 T2 22 o 11

—11b+9a—|—9b+6d 116 — 11a + 9a + 9b + 6d 3a+3b+2d)

’ 22 G 11

(7
- (7
(11
-

20a—2b—|—6d 20b—2a—|—6d 3a+3b—|—2d)

’ 22 “ 11

(10a—b—|—3d 100 — a+ 3d 3a+3b+2d>
= &
’ 11 T 11

Para nuestra tranquilidad, podemos comprobar la validez de nuestro trabajo, usando las propiedades conocidas.

10+1 -10—-1 3-3

P,(1,-1,0,0) = ( T T U > =(1,-1,0,0) 0k

(b) d((z,y, z,t), W), la distancia de un vector de R* al subespacio W

Solucién

Sabemos que d((z,y, 2, 1),

H(:v,y,z,t) - P’w(xayazat)”

Luego,

d((2,y,2,t), W)

W) = |(z,y, 2z,t) — Py(x,y, 2,t)||. Asi que en consecuencia hacemos los cdlculos

10z —y+3t 10y —z+ 3¢ 3x+3y+2t
((E y,zt)— 3 , 2y
11 11
<11x—10x—|—y—3t 11y—10y—|—x—3t0 11t—3x—3y—2t>H

11 ’ 11 T 11
r+y—3t y+x—3t 0 9t—3:1:—3yH

I §
z+y—3t y+x—3t —mx+y—&w

) 707
11 11 11

<{x—+f{—312<%{y—+f£—312*_{—3@%&5——3U}2>
<[x-+f£—3t]2+_[y—kf£—3t]2+_9[(x—%f{—3ﬂ]2>

2
1 Tz+y—3t
11

Podemos como antes, en base a nuestras propiedades, comprobar nuestro resultado:

d((1,

1-1-072

~1,0,0),W) = /11 [___ii___} =0  (ok)



(c) W+, el complemento ortogonal de W
Solucién

Sabemos que en concordancia con nuestros resultados que para determinar W+ basta anular a los elementos de
una base de W. Asi que procedemos en conformidad.

weWt = weR A (u(1,-1,0,0)) = 0A (u,(0,0,1,0)) = 0 A (,(3,3,0,2)) = 0
— u=(x,y,2,t) AN{(z,y,2,t),(1,-1,0,0)) = 0 A {(x,y, 2,t),(0,0,1,0)) = 0A {(z,y, 2,¢),(3,3,0,2)) =0
— u=(x,y,2,0) Ao —y=0A2=0A3zx+3y+2t=0
— u=(rv,y,z,t) N\e=yANz=0At=-3z
— u=(z,2,0,—3x)
— u=2x(1,1,0,-3)
Por tanto,

Wl = <(171507 _3)>
Y verificamos directamente que 8 = {(1,—1,0,0),(0,0,1,0),(3,3,0,2),(1,1,0,—3)} es una base ortogonal de R*

(2) SiT : Rylx]) — R3 tal que T'(ap+a1z+a2z?) = (ap+ai—asz, ag—a1, a1 —asz) entonces demuestre que 1" es un isomorfismo
Solucién
(a) Por demostrar que T € Lg(Ra[z], R?)

En primer lugar, si p(x) € Rafz] y ¢(x) € Ra[z] entonces mostramos que T'(p(z) + ¢(z)) = T'(p(z)) + T'(g(x))

ggg 2 ﬁjﬂ Z ggg i Zgiglf_:_b?fzz } = p(x) + q(x) = (a0 + bo) + (a1 + b1)z + (ag + ba)a”
Asi que
T(p(x) +q(z)) = T((ao+bo)+ (a1 + b1)x + (az + bz)z?)

((ao +bo) + (a1 + b1) — (a2 + b2), (ao + bo) — (a1 + b1), (a1 + b1) — (a2 + b2))
(ap 4+ bo + a1 + by — ag — ba,ag + by — a1 — by, a1 + by — az — ba)

= (ap+ a1 —az,a9 —a1,a; —az) + (bg + by — ba, by — by, b1 — ba)

= Tl(ag+ a1z + azz?) 4+ T(bg + biz + box?)

— T(p(@)) + T(g())

En segundo lugar, si p(x) € Rafz] y A € R entonces mostramos que T'(Ap(x)) = AT (p(z)).
En efecto

TOp(x)) = T(Aao + a1z + aza?)

T((Map + Aarz + Aazx?)

(Aag + Aa; — Aag, Aag — Aay, Aag — Aaz)
(AMao + a1 — a2), AMap — a1), Ma1 — az))
= Mao + a1 — az,a0 — a1,a1 — ag)

= M'(ap+ a1z + azxz)

= AT (p(z))

Luego, T € Lg(Rz[z], R?)



(b) Ahora, sabemos que T' € Lg(Rz[z], R?) serd un isomorfismo si es una funcién inyectiva y sobreyectiva, pero como la
dimensién de Ry[x] y R3 es 3 entonces como consecuencia del teorema de la dimensién tenemos que 7' ser inyectiva
es equivalente a T ser sobreyectiva.!!!

Ademés como T € Lg(Rz[z], R?) entonces ser inyectiva es equivalente a que su nticleo (ker), sea el subespacio nulo,
e.e. ker(T') = {Op,[51}."!
Entonces estudiemos ker(T).

p(z) € ker(T) p(z) € Ro[z] AT (p(z)) = Ogs
p(z) = ag + a1 + asx? € Ry[z] A T(ag + a1z + azz?) = (0,0,0)
p(z) = ap + a1 + asz’ € Rofz] A (ao + a1 — a2, a0 — a1, a1 — az) = (0,0,0)
ag+a1—ay = 0
p(x) = ap + a17 + azx® € Ro[z] A ap — aq =0
a1 — a9 = 0

p(z) = ap + a1x + azx® € Ry[z] Aag = a1 = ax A ap+ag —ag =0

r) = 0+ 0x + 0z?
p(z) € {0+ 0z + 022}

[

)

r) =ag+ a1z + axr® €Ry[x] Aag=a; =ap =0
)
)

Luego, ker(T') = {Og, [y} v T es inyectiva y por tanto sobreyectiva y es un isomorfismo.
Tenemos una demostraciéon alternativa, que es la siguiente:
Como T € Lg(Rz[z], R?) entonces es posible representar T en forma matricial, como sigue.

115 = (TWle T@)e@  [T(@?)]em) € Ma(3) (1)

En general tenemos por definicién de T que

T(ap-1+ay-z+as-2?) = (ap+a; — az,a0 — ar,a; — az)
= (ao +a; — ag)(l,0,0) + (ao — al)(O, 1,0) + (a1 - ag)(0,0, 1)

Luego,

(a0 + a1 — az)
[T(ao-1+a1-2+az-2°)|poz) = (a0 — a1) (2)
(a1 — as)

Asf que, aplicando (2) obtenemos que

(1+0-0) 1
Tty = [TA 1402402y = | (1-0) | = 0
(0—0) 0
0+1-0) 1
Ty = L0141 240 D)= (0-1) |=| -1 (3)
(1-0) 1
0+0—1) -1
[T(xz)]pol@) = [T(O 1+0-2+1- 1172)]1,01(2) = (O - 0) = 0
(0—1) -1

Aplicando (3) en (1) obtenemos que



5

Finalmente, usando esta técnica 7" serd un isomorfismo si y sélo si det([T]:gzm) # 0. Asi que calculamos el determinante

a (4).

1 1 -1 1 1 -1
det | 1 -1 0 = det{ 0 -2 1 =1#0
0 1 -1 0 1 -1
Asi que T es un isomorfismo
1 1 1
(3) Sea o = 0,11 |,[1 una base de Mg(3 x 1). Determine, si es posible, T € Lg(Mg(3 x 1) tal que
0 0 1
1 -1 0
me=( -1 3 2
0 2 =2
Solucién
-1 0
(a) Debemos determinar T' € Lg(Mg(3 x 1) tal que [T]2 = | —1 3 2 |, en particular debemos determinar
0 2 =2
x x
T| y |,paracada [ y | € Mg(3x1).
z z
(b) Ahora, gestionamos la informacién:
1 -1 0
(i) Sabemos que [T)2=| -1 3 2
0 2 =2
1 1 1
(ii) Pero, por definicién [T]|2= | {T [ 0 T 1 Tl 1 € Mg(3)
0 0 1

(iii) As{ que, juntando la informacién de los {temes anteriores obtenemos que

1 1 1 1 -1 0
T 0 T 1 T 1 = -1 3 2
0 o 0 o 1 o 0 2 =2

De donde sigue que

1 1 1 1 1 1 0
T( 0 =1 -1 — T|(0]=1 0 |+ (-1) 1 |]40-1 1 |=1{ -1
i 0/1, 0 0 0 0 1 0
I 1\] -1 1 1 1 1 4
T 1 = 3 — T| 1 |=(-1) 0 |+3 1 |+2-| 1 ]=| 5
i 0/], 2 0 0 0 1 2
I 1\] 0 1 1 1 1 0
T 1 = 2 — T 1 ]=0 0 |+2-[ 1 |+(-2 1 | = 0
| 1/)], -2 1 0 0 1 -2

(iv) Ademds como « es base entonces tiene solucién tnica la ecuacién

ja]
—
—

+ as + as

<
Il

ai



e.e. tiene solucidon unica el sistema

a1 +ax+a3 = x
as + as = yYyl=a3=zANa=y—2z ANag=x—Yy
as = Z
Entonces
x 1 1 1
y | = @=-y»|0)+y-2)[1 |+2| 1 |=
z 0 0 1
x 1 1 1
T| vy = (=9I 0 |+@wW—2)T[ 1 |+=T| 1 | =
z 0 0 1
T 0 4 0
T vy = (z—y)| -1 |+y—2| 5 |+= 0| =
z 0 2 -2
x 4y — 4z
T y = 6y —x — 5z
z 2y — 4z
Podemos finalmente verificar que:
1 4-0—-4-0 0
T| O = 6-0—-1-5-0 | =1 -1
0 2-0-4-0 0
1 4-1-4-0 4
Tl 1 = 6-1-1-5-0 | =1 5
0 2-1-4-0 2
1 4-1-4-1 0
Tl 1 = 6-1-1-5-1 | = 0
1 2-1-4-1 -2

(4) Determine (si es posible) T' € Lgr(Rz[z]) tal que verifique simultdneamente las condiciones:
(a) (Refa])o = ({1 —=})

(b) (Rafz])r = ({1 +z,22, 1+ 2+ 2%})

Solucion

(a) Debemos determinar, si es posible, T' € Lg(Rz[x]), sujeta a las condiciones de encima. e.e debemos determinar
T(p(x)) para p(z) € Ro[x]

(b) Gestionando la informacién tenemos que

(i) Por definicién
1—2€ Ryx))g <= (1 —2) € R[] AT(1—2) =0(1 —z) = 0+ 0z + 02°

(ii) Como 1+ 2+ 22 =1-(1+ z) + 22 entonces {1 + z,22,1 4+ x + 22} es un conjunto linealmente dependiente
y por tanto tenemos por ejemplo que:

(RQ[I])l = <{1 + ZE,.’,E2}>



Ademds
1+2x¢€ (RQ[I])l
I2 S (RQ[I])l

— (Q4+z)eRefz] NTAl+z)=1-1-2)=1+=x
— P eRY]AT(@?) =1 22 =2?

(iii) Sia= {1 —x,1+ 2,2?} genera Ry[z] entonces es una base de Ry[x] ya que dimg(Rz[z]) = 3
Sea p(x) = ag + a1z + azx? entonces

ap+ a1z +ax? = c1(1—x) + (1 + ) + czz? = (e + c2) + (ca — ¢1)x + cz2?
Luego,
c1+c2 = ap _
—c1+c = a1 = C3 = a2 A 62:¥ A 61:%
C3 = Qa3
Por tanto
ap —a ap+a
ap + a17 + agz® = %(1—33)4— 0L (1 4 ) + aga?
Finalmente, construimos 7" usando (5)
- +
T(ap + a1x + apa®) = 0 ) a T(l—z)+ doTd T(1 + ) + axTa?
ag + ai

) (1+2) + agax?

_ ap + a1 I ap + a1 o+ asz?
2 2
Si comprobamos tenemos que:

- = (5)+(
o) = (5)+(50) eroat=14a
<

>x+1x2:x2

—> z+02z%2 =0+ 0z + 0z



